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ПОДХОД ТЕОРИИ МУЛЬТИМНОЖЕСТВ *

А.Б.Петровский1

Мультимножество или множество с повторяющимися элементами
служит удобной математической моделью для представления объ-
ектов, которые характеризуются многими разнородными (количест-
венными и качественными), в том числе противоречивыми призна-
ками. В работе предложен новый метод классификации таких мно-
гопризнаковых объектов как точек метрического пространства
мультимножеств и использован для оценки кредитоспособности
владельцев кредитных карт на основе анализа их финансового по-
ведения.

Введение
Оплата товаров и услуг с помощью кредитных карт стало одной из

обыденных и удобных возможностей современного мира. Вместе с тем
банки и кредитные компании, выпускающие кредитные карты, ежегодно
несут многомиллионные убытки из-за перерасхода денежных средств,
допущенного владельцами кредитных карт. Поэтому оценка возможной
кредитоспособности лица, желающего получить кредитную карту, являет-
ся одной из актуальных и типичных задач в банковском деле. На практике
для принятия решения о выдаче или отказе в выдаче кредитной карты же-
лательно иметь одно или несколько достаточно простых решающих пра-
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вил, которые позволяли бы отнести заявителя к соответствующей катего-
рии в зависимости от представленных им персональных данных.

К настоящему времени в базах данных кредитных организаций накоп-
лены большие объемы информации о реальном финансовом поведении
десятков и сотен тысяч владельцев кредитных карт. Каждый владелец
карты описывается в базе данных набором многих разнородных призна-
ков, включающих личные сведения (пол, возраст, образование, семейное
положение, род занятий, доходы, место жительства и прочее) и финансо-
вые показатели (баланс счета, получение и возврат кредитов, оплата поку-
пок и услуг, выдача наличных и тому подобное). Анализ этой информации
дает возможность выявить закономерности финансового поведения вла-
дельцев кредитных карт и построить их классификацию по платежеспо-
собности, в простейшем случае разбить всех владельцев на две условные
категории: «хорошие», не допускающие перерасхода средств или свое-
временно погашающие возникающие задолженности, и «плохие», совсем
не возвращающие кредиты или возвращающие их с большой задержкой.

Большая размерность анализируемых массивов данных (десятки и сот-
ни тысяч владельцев, несколько десятков признаков) и значительная раз-
нородность признаков, включающих количественные и качественные (по-
рядковые, номинальные) переменные, создает определенные трудности
построения решающих правил для оценки кредитоспособности предпола-
гаемых владельцев кредитных карт. Для решения задачи классификации
таких многопризнаковых объектов разработан ряд методов, использую-
щих линейную и логистическую регрессию, деревья решений, нейронные
сети, линейное программирование, кластерный анализ [Shi et al, 2001].
Однако в основе этих подходов лежит тот или иной вид «обучения» или
«настройки» алгоритмов классификации на некотором предварительно
отобранном массиве данных. Вместе с тем, очевидно, что среди многих
тысяч владельцев карт окажутся такие, которые имеют одинаковые набо-
ры личных сведений, но разные финансовые показатели, то есть, относят-
ся к разным категориям. Другими словами, эти объекты описываются
противоречивыми признаками, что будет приводить к ошибкам при их
классификации. Кроме того, такие объекты могут присутствовать и в вы-
борочном массиве данных, что существенно снижает качество обучения
классифицирующих алгоритмов.

Мультимножество или множество с повторяющимися элементами
служит удобной математической моделью для описания объектов, кото-
рые характеризуются многими разнородными (количественными и каче-
ственными) признаками и могут существовать в нескольких экземплярах с
отличающимися, в частности, противоречивыми значениями признаков,
свертка которых или невозможна, или математически некорректна. Крат-



ность элементов – существенная особенность мультимножества, позво-
ляющая отличать его от множества и рассматривать мультимножество как
качественно новое математическое понятие. Множественность и повто-
ряемость факторов, описывающих объекты, усложняет и затрудняет ре-
шение задачи их классификации.

В работе предложен новый метод классификации совокупности мно-
гопризнаковых объектов, основанный на их представлении в виде точек
метрического пространства мультимножеств. Метод позволяет строить
обобщенное решающее правило для сортировки объектов, выраженное
через значения их признаков. Метод классификации может работать с ре-
альными большими массивами объектов, имеющих любые наборы при-
знаков, в том числе противоречивых, и не требует предварительной на-
стройки на выборочном массиве.

1. Мультимножества и пространства мультимножеств
Мультимножеством A, порожденным обычным множеством

U={x1,x2,…}, все элементы которого различны, называется совокупность
групп элементов вида А={kA(х)•x|x∈U, kA(х)∈Z+}. Здесь kA:U→Z+ называ-
ется функцией числа экземпляров мультимножества, определяющей крат-
ность вхождения элемента xi∈U в мультимножество А, что обозначено
символом •. Если kA(x)=χA(x), где χA(х)=1 при x∈А и χA(х)=0 при x∉А, то
мультимножество А становится обычным множеством. Если все мультим-
ножества семейства A ={A1,A2,…} образуются из элементов множества G,
то G называется доменом для семейства A , а множество SuppA={x|x∈G,
χSuppA(х)=χА(х)} – опорным множеством или носителем мультимножества
А. Мощность мультимножества |А|=ΣxkA(х) определяется как общее число
экземпляров всех его элементов; размерность мультимножества
/А/=ΣxχA(х)=|SuppA| – как общее число различных элементов. Мультим-
ножество называется пустым ∅, если k∅(x)=0, и максимальным Z, если
kZ(х)=

A∈A
max kA(х), ∀x∈U [Петровский, 1995, 2003].

Введены следующие основные операции над мультимножествами:
объединение
 AU B = {kAUB (x)•x | kAUB (x)=max(kA(x), kB(x))};
пересечение
 AI B = {kAIB (x)•x | kAIB (x)=min(kA(x), kB(x))};
арифметическое сложение
 A+B = {kA+B(x)•x | kA+B(x)=kA(x)+kB(x)};
арифметическое вычитание

A−B = {kA−B(x)•x | kA−B(x)=kA(x)−kA∩B (x)};



симметрическая разность
 A∆B = {kA∆B(x)•x | kA∆B(x)=|kA(x)−kB(x)|};
дополнение
 A = Z–A = { )(xkA •x | )(xkA =kZ(x)–kA(x)};

умножение на число
 h•A = {kh•A(x)•x | kh•A(x)=h⋅kA(x), h∈Z+};
арифметическое умножение
 А•В = {kА•В(x)•x | kА•В(x) = kA(x)⋅kB(x)};
арифметическая п-ая степень
 Ап = { )(xk пA •x | )(xk пA = (kA(x))п};

прямое произведение
 A×B = {kA×B•〈xi, xj〉 | kA×B=kA(xi)⋅kB(xj), xi∈A, xj∈B};
прямая п-ая степень

 (×A)n = { nAk )(× •〈x1,…,xп〉 | nAk )(× =∏
=

n

i
iA xk

1
)( , xi∈A}.

Носители операций над мультимножествами удовлетворяют следую-
щим соотношениям:

Supp(AUB) = Supp(A+B) = (SuppA)U(SuppB);
Supp(AIB) = Supp(А•В) = (SuppA)I(SuppB);
Supp(A∆B) = (Supp(A−B))U(Supp(B−А));
Supp(h•A) = Supp(Ап) = SuppA;
Supp(A×B) = (SuppA)×(SuppB).

Семейство мультимножеств, замкнутое относительно операций объе-
динения, пересечения, сложения и дополнения, называется алгеброй
мультимножеств L (Z), где максимальное мультимножество Z является
единицей алгебры, а пустое мультимножество ∅ – нулем. Действительная
неотрицательная функция m(A), определенная на алгебре L (Z) и удовле-
творяющая условию сильной аддитивности: m(A+B)=m(A)+m(B), называ-
ется мерой мультимножества. Мера мультимножества m(A) обладает сле-
дующим свойствами: m(∅)=0; слабая аддитивность m(AUB)=m(A)+m(B),
AIB=∅; монотонность m(A)≤m(B)⇔A⊆B; симметричность
m(A)+m( A )=m(Z); непрерывность 

∞→i
lim m(Ai)=m(

∞→i
lim Ai); эластичность

m(h•A)=hm(A). Меру мультимножества можно определить различными
способами, например, как линейную комбинацию функций кратности:
m(A)=∑jwjkA(xj), wj>0. Заметим, что мощность мультимножества |A| также
будет мерой мультимножества



Метрические пространства мультимножеств (A ,d) были введены в
[Петровский, 1995, 2003], где определены следующие виды расстояний
между мультимножествами:
d1(A,B) = m(A∆B);   d2(A,B) = m(A∆B)/m(Z);   d3(A,B) = m(A∆B)/m(AUB). (1)
Функции d2(A,B) и d3(A,B) удовлетворяют условию нормировки
0≤d(A,B)≤1. По определению принимается d3(∅,∅)=0. Основное расстоя-
ние d1(A,B) является метрикой типа Хемминга, традиционно используе-
мым во многих приложениях. Полностью усредненное расстояние d2(A,B)
характеризует различие между двумя мультимножествами A и B, отнесен-
ное к расстоянию, максимально возможному в исходном пространстве.
Локально усредненное расстояние d3(A,B) задает различие, отнесенное к
максимально возможной «общей части» только этих двух мультимно-
жеств в исходном пространстве.

2. Решающее правило классификации
Пусть A={A1,...,Ak} – совокупность объектов (владельцев кредитных

карт), которые описываются m дискретными признаками Q1,…,Qm, имею-
щими количественные и качественные (номинальные, либо порядковые)
значения se

sq , es=1,…,hs, s=1,…,m. Порядковые значения качественного
признака предполагаются упорядоченными от лучшего значения к худ-
шему qs

1fqs
2f…f sh

sq . Объекты Ai, i=1,…,k предварительно рассортирова-
ны по нескольким классам Xt, t=1,…,f путем прямой классификации. При-
надлежность объекта Ai к некоторому классу Xt выражается правилом сор-
тировки R, которое может считаться еще одним качественным признаком
со значениями rt. Признаки Q1,…,Qm выражают персональные сведения
владельца карты, а R характеризует его кредитоспособность. Для описа-
ния каждого объекта используется только одно какое-то значение призна-
ка из каждой группы Q1,…,Qm,R. Других дополнительных предположений
об особенностях классов, признаков объектов и их значений (важности,
предпочтительности, характерности и прочее) не делается. Требуется по-
строить одно или несколько решающих правил, составленных из неболь-
шого числа значений признаков, которые относили бы объекты к задан-
ным классам наилучшим (в смысле близости к предварительной сорти-
ровке) образом.

Каждый объект Ai, i=1,…,k из совокупности A  обычно представляется
m-мерным вектором qi=( 1

1
e
iq , 2

2
e
iq ,…, me

imq ) в пространстве Q=Q1×Q2×…×Qm,
являющемся прямым произведением шкал значений признаков Qs, и
ищутся некоторые решающие правила для отнесения объекта к заданному
классу Xt. Сопоставим теперь объект Ai с мультимножеством вида



Ai={(kAi( se
sq )• se

sq ), (kAi(rt)•rt)} над доменом G={Q1,…,Qm,R}. Для сокраще-
ния размерности мультимножества ряд признаков, особенно имеющих
большое число значений, удобно агрегировать в небольшие группы. На-
пример, вместо возраста владельца кредитной карты можно указывать
возрастную группу (например, до 20 лет, 21-30 лет, 31-40 лет, и так далее),
вместо точной величины дохода – некоторый интервал, вместо точного
адреса – район или город, и тому подобное.

Представление объекта Ai мультимножеством Ai может трактоваться
как способ выражения индивидуального правила сортировки вида:

ЕСЛИ 〈условия〉, ТО 〈решение〉. (2)
Терм 〈условия〉 ассоциируется с различными комбинациями значений
признаков se

sq , описывающими свойства объекта Ai, а терм 〈решение〉 – с
принадлежностью объекта Ai к классу Xt.

Для простоты будем считать, что результатом классификации должно
быть разложение совокупности объектов A  только на два класса Xa и Xb (в
нашем случае – на категории «хороших» или «плохих» владельцев карт).
Требование бинарной декомпозиции совокупности A ={Xa, Xb} не является
принципиальным ограничением. Если необходимо рассортировать объек-
ты на большее число классов, можно сначала разбить совокупность объ-
ектов на две группы, затем одну из них или обе группы – на подгруппы, и
так далее.

Рассмотрим наиболее простой и типичный случай агрегирования мно-
гопризнаковых объектов, когда каждая группа объектов формируются как
сумма соответствующих им мультимножеств. Тогда каждое из мультим-
ножеств Xt={(kXt( se

sq )• se
sq ), (kXt(rt)•rt)}, t=a,b, представляющее свой класс

объектов Xt, можно записать в виде следующего разложения на мультим-
ножества по группам признаков:

Xt =∑ =
m
s st1Q +Rt,

где каждое слагаемое есть в свою очередь разложение
Qst =∑ =

s
s

sh
e

e
st1Q ,     se

stQ =∑∈ se
stIi iA ,     Rt =∑∈ rtIi iA

Здесь se
stI и Irt – подмножества индексов i для объектов Ai, имеющих соот-

ветственно kAi( se
sq )≠0 и kAi(rt)≠0, Ai⊂Xt.

Очевидно, что объекты Ai, которые попали в разложение {Ra, Rb}, сде-
ланное только по индивидуальным правилам сортировки, образуют наи-
лучшую из всех возможных декомпозиций рассматриваемой совокупности
объектов A ={A1,...,Ak} на два класса для имеющегося набора правил сорти-
ровки. Рассмотрим теперь метрическое пространство мультимножеств (A,



d) с метрикой d, определяемой одним из выражений (1), и обозначим через
d*=d(Ra, Rb) расстояние между мультимножествами Ra и Rb. В каждом
конкретном случае расстояние d* является предельно возможным рас-
стоянием между объектами, входящими в разные классы.

Задача поиска обобщенного решающего правила классификации мно-
гопризнаковых объектов сводится к m оптимизационным задачам для ка-
ждой группы признаков Qs

d(Qsa, Qsb) → max d(Qsa, Qsb) = d(Qsa*, Qsb*),  (3)
где мультимножества Qsa* и Qsb* расположены на максимально возмож-
ном расстоянии в метрическом пространстве мультимножеств (A,d) и при-
надлежат к разным классам. Решение каждой из задач (3) является наи-
лучшей бинарной декомпозиций {Qsa*, Qsb*} имеющейся совокупности
многопризнаковых объектов A ={A1,...,Ak} по s-ой группе признаков. Когда
число hs значений se

sq  каждого из признаков невелико, решение задачи (3)
не вызывает существенных трудностей и может быть получено даже путем
перебора.

Каждое мультимножество Qst* (t=a,b), относящееся к одному и тому же
классу, представляется как сумма двух подмультимножеств
Qst*=Qst*1+Qst*2. Значение признака qs*, которое определяет границу меж-
ду сгенерированными слагаемыми Qst*1 и Qst*2 внутри каждой пары, назо-
вем граничным. Комбинация граничных значений признаков {qs*} из раз-
ных групп признаков Qs, задает условия отнесения объекта Ai к соответст-
вующему классу Xt и образует искомое обобщенное правило классифика-
ции совокупности многопризнаковых объектов вида (2).

Граничные признаки qs* можно упорядочить по величине расстояния
d(Qsa*,Qsb*). Для построения обобщенных правил классификации следует
использовать признаки qs*, занимающие первые места в такой ранжиров-
ке. Чем ближе значение d(Qsa*, Qsb*) к расстоянию d*=d(Ra, Rb), тем более
точной будет аппроксимация первоначальной индивидуальной сортиров-
ки объектов. Оценить точность аппроксимации по s-ой группе признаков
можно, например, выражением

ρs = d(Qsa*, Qsb*)/d(Ra, Rb).
В обобщенное решающее правило следует тогда включать значения при-
знаков qs*, имеющие показатель точности ρs, превышающей некоторый
желаемый пороговый уровень ρ0. Заметим, что величина ρs показателя
точности аппроксимации характеризует своего рода относительную важ-
ность s-ой группы признаков Qs в обобщенном решающем правиле.

После построения обобщенных решающих правил, относящих объекты
к каждому из заданных классов, необходимо провести содержательный
анализ правил с целью выявления в них одинаковых комбинаций гранич-



ных значений признаков, которые (в зависмости от контекста решаемой
задачи) нужно либо оставить, либо исключить из правил.

Заключение
Классификация объектов, которые описываются многими количест-

венными и качественными признаками, причем каждый из объектов мо-
жет существовать в нескольких различающихся «экземплярах», является
достаточно трудной проблемой. Эти трудности имеют и содержательные
основания (например, некорректность применения процедур «усредне-
ния» качественных признаков), и формальные причины (например, боль-
шая размерность задачи). В работе предложен новый метод классифика-
ции многопризнаковых объектов, основанный на их представлении с по-
мощью мультимножеств, который не содержит необоснованных преобра-
зований исходной информации и не приводит к потере или искажению
данных.

Аналогичный предложенному подход к построению обобщенного ре-
шающего правила для классификации объектов, описывающихся качест-
венными признаками, был проверен на результатах конкурсного отбора
проектов по государственной научно-технической программе по высоко-
температурной сверхпроводимости [Ларичев и др., 1989]. Было сформу-
лировано несколько решающих правил, одно из которых полностью сов-
пало с примененным на практике [Петровский, 2003]. Обобщенное ре-
шающее правило классификации объектов позволило также выделить
наиболее важные для отбора проектов критерии.
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